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摘 要:考虑了疾病流行期间移民输入和接种、隔离对疾病的控制影响，建立了一类具有非线
性发生率的非自治 SEIQＲ模型，给出模型一致持久性和稳定周期解存在的充分条件。应用模型结
果数值模拟分析了隔离对手足口病发病控制的作用。
关键词:非自治;一致持久;周期解;模型的应用

DOI: 10. 15938 / j. jhust. 2018. 01. 027
中图分类号: O175. 3 文献标志码: A 文章编号: 1007－ 2683( 2018) 01－ 0148－ 07

A Kind of Nonautonomous SEIQＲ Model with Nonlinear Incidence Ｒate

LI Dong-mei1， GUO Mei-jing1， DONG Zai-fei1， YUE Wu2

( 1. School of Applied Sciences，Harbin University of Science Technology，Harbin 150080，China;

2. Schlumberger Western Geco，Katy TX，77494，USA)

Abstract: Considering the influence of disease control with immigration input，vaccination and isolation during
the disease epidemic，we set up a kind of non-autonomous SEIQＲ model with nonlinear incidence rate. Some
sufficient conditions of consistent persistence and stability of the periodic solution of the model are given. The effect
of isolation on the control of hand，foot and mouth disease is analyzed by numerical simulations the application of
the model solution.

Keywords: nonautonomous，consistent persistence，periodic solution，application of the model

收稿日期: 2016 － 03 － 22
基金项目: 黑龙江省自然科学基金( A2016004) ;黑龙江省教育厅科学技术研究项目( 12521099) .
作者简介: 郭美静( 1991—) ，女，硕士研究生;

董在飞( 1989—) ，男，硕士研究生 .
通信作者: 李冬梅( 1962—) ，女，教授，硕士研究生导师，E-mail: dmli_2013@ 126. com.

0 引 言

传染病每次到来都会对人类的健康造成危害，

许多传染病的发病与季节有关，如流感，风疹等疾

病。在发病期间，染病者与潜伏者的输入，会引起疾
病的蔓延，人们会采取接种疫苗、隔离和治疗等常见
手段进行预防疾病的爆发和流行。考虑到疾病季节
性的周期变化的关系，许多学者借助非自治传染病

模型从理论上来研究防控方法对疾病控制作用，预



测传染病的传播规律［1 － 3］。如下面具有双线性发生
率的非自治 SEIＲ 传染病模型解的正性、疾病的持
久性，周期解的存在性及稳定性研究疾病的发展

规律［4 － 5］。
S' ( t) = ( 1 － b( t) ) A( t) － d( t) S( t) － λ( t) I( t) S( t)

E' ( t) = b( t) A( t) － d( t) E( t) － ε( t) E( t) + λ( t) I( t) S( t)

I' ( t) = ε( t) E( t) － d( t) I( t) － α( t) I( t) － γ( t) I( t)

Ｒ' ( t) = γ( t) I( t) － d( t) Ｒ( t










)

传染病主要是易感者与染病者有效接触引起疾病的

传播，疾病的发生率在描述疾病的传播过程有着重

要作用，常见的发生率有双线性发生率 βSI，标准型
发生率 βSI /N［6］。随着深入的研究发现，很多传染
病的传播机制并没有完全为人所知，发生率依赖于

易感者和感染者相互作用的非线性形式 f( S) g( I) ，
f( S，I，N) 更符合实际，用其建立的传染病模型，从
理论上能够揭示传染病发展规律［7 － 10］。但在研究
过程中发现，一般形式非线性发生率在应用中是比

较困难的，将一般发生率的表述成为较为近似的具

体函数式，能够很好模拟疾病传播规律。如下面的
具有常数输入及非线性发生率的 SIQＲ 传染病
模型［11］

S' ( t) = A － βSI2 ( t) － dS( t)

I' ( t) = βS( t) I2 ( t) － ( d + a + r + μ) E( t)

Q' ( t) = μI － ( d + b + p) Q( t)

Ｒ' ( t) = rI( t) + pQ( t) － dＲ( t










)

根据疾病的传播特征，如传染力强的疾病或是

易感人群比较密集场所，还有其它不同形式的非线

性发生率，形如 βSpIq，饱和发生率 βSI / ( S + αI ) ，

βSI / ( 1 + αIq ) ，βSI ( 1 + αSp ) 非线性发生率，用其建

立传染病模型 SIQＲ，SEIＲ，SEIQＲ 也取得阶段性的
研究成果［12 － 17］。
本文在现有工作的基础上，考虑具有季节性发

病的传染病，用非线性发生率 β( t) S( t) I2 ( t) 描述疾
病传播规律，建立一类具有非线性发生率的非自治

的 SEIQＲ模型，通过对模型的动力学性质的研究，
找到疫苗接种和隔离方法对疾病的防控阈值。并将
研究结果用于手足口传染病预防中，借助数值模拟

预测防控措施对疾病流行的影响，给出疾病控制方

法可行性建议。
考虑了接种对疾病的预防、隔离对疾病控制的

影响，潜伏者和患病者均有人口输入，建立了如下非

自治 SEIQＲ传染病模型
S'( t) = ( 1 －p( t) －q( t) ) A( t) －β( t) S( t) I2( t) － ( μ( t) +m( t) ) S( t)

E'( t) =q( t) A( t) +β( t) S( t) I2( t) － ( μ( t) +ε( t) ) E( t)

I'( t) =p( t) A( t) +ε( t) E( t) － ( μ( t) +d1( t) +δ( t) +γ( t) ) I( t)

Q'( t) =δ( t) I( t) － ( μ( t) +d2( t) +k( t) ) Q( t)

Ｒ'( t) =m( t) S( t) +γ( t) I( t) +k( t) Q( t) －μ( t) Ｒ( t













)

( 1)

其中: S( t) ，E( t) ，I( t) ，Q( t) ，Ｒ( t) 分别表示 t 时刻
易感者类、潜伏者类、染病者类、隔离者类和移出者
类的数量; A( t) 表示 t时刻总移民输入数量; q( t) 为
t时刻潜伏者输入数量的比例; p( t) 为 t时刻染病者
输入数量的比例( 0≤p( t) + q( t) ≤1) ; N( t) = S( t)
+ E( t) + I( t) + Q( t) + Ｒ( t) 为总人口的数量; β( t)
表示 t时刻接触率( β( 0) ＞ 0) ; μ( t) 表示 t时刻人口
平均死亡率; ε( t) ε( t) 表示 t 时刻潜伏者到染病者
的转移率; δ( t) 表示 t时刻隔离率系数; d1 ( t) 表示 t
时刻染病者因病死亡率; d2 ( t) 表示 t 时刻隔离者因
病死亡率; γ( t) 表示 t时刻染病者的治愈率; k( t) 表
示 t时刻隔离者的恢复率; m( t) 表示 t 时刻对易感
者的接种率。
假设模型( 1) 中的各参数在 Ｒ 上均为正的连续

的 ω周期函数;模型( 1) 任意解( S( t) ，E( t) ，I( t) ，
Q( t) ，Ｒ( t) ) 的初始值 ( S ( 0 ) ，E ( 0 ) ，I ( 0 ) ，Q ( 0 ) ，
Ｒ( 0) ) 满足
S( 0) ＞ 0，E( 0) ＞ 0，I( 0) ＞ 0，Q( 0) ＞ 0，Ｒ( 0) ＞ 0

( 2)
同时定义如下符号:

inf
t∈［0，ω］

f( t) = f L，sup
t∈［0，ω］

f( t) = f M

1 模型解的正性

定理 1 模型 ( 1 ) 满足初始条件 ( 2 ) 的解为
正解。
证明:由模型( 1) 的第一个方程知，当 t ＞ 0 时，

有 S( t) ＞ 0。否则，存在 t0 ＞ 0，使得 S( t0 ) = 0，取 T0

= inf t0 ＞ 0 | S( t0 ){ }= 0 ，S( T0 ) = 0，并且 S' ( T0 ) ＜ 0。

由式( 1) 知，S' ( T0 ) = ( 1 － p( T0 ) － q( T0 ) ) A( T0 ) ＞
0，矛盾。故 S( t) ＞ 0。
由模型( 1) 的第 3 个方程，当 t ＞ 0 时，有 I( t) ＞

0。否则，存在 t1 ＞ 0，使得 I ( t1 ) = 0，取 T1 = inf

t1 ＞ 0 | I( t1 ){ }= 0 ，I( T1 ) = 0，I
' ( T1 ) = p( T1 ) A( T1 )

+ ε( T1 ) E( T1 ) ＜ 0。由假设知，p ( T1 ) A ( T1 ) ＞ 0，
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ε( T1 ) ＞ 0，从而有 E( T1 ) ＜ 0。故存在 0 ＜ t2 ＜ T1，使

得 E( t2 ) = 0，取 T2 = inf t2 ＞ 0 |E( t2 ){ }= 0 ，E( T2 ) =

0，E' ( T2 ) ＜ 0。由于 S( t) ＞ 0，且 I( T2 ) ＞ 0，E
' ( T2 )

= q( T2 ) A( T2 ) + β( T2 ) g( S( T2 ) ) I( T2 ) ＞ 0，矛盾。
所以 I( t) ＞ 0。
由模型( 1) 的第 2 个方程知，E' ( t) ≥ － ( μ ( t)

+ ε ( t) ) E ( t) ，再由比较定理可得，对任意的 t，有
E( t) ＞ 0。同理可求得 Q( t) ，Ｒ( t) 非负。证毕。
由模型( 1) 可得

N' ( t) ≤A( t) － μ( t) N( t)
可得到模型( 1) 的可行域为
Ω = ( S( t) ，E( t) ，I( t) ，Q( t) ，Ｒ( t) ) |0 ＜ S( t){ +

E( t) + I( t) + Q( t) + Ｒ( t) ≤( A /μ) }M

显然 Ω是模型( 1) 的正向不变集。

2 模型的一致持久性

定理 2 模型( 1) 在 Ω上是一致持久的。
证明:在 Ω上，模型( 1) 的解( S( t) ，E( t) ，I( t) ，

Q( t) ，Ｒ( t) ) 有上界，只需证明其是解下界的。
由模型( 1) 的第一个方程可知

S' ( t)≥( 1 － p( t) － q( t) ) A( t) － μ( t) +m( t) +β( t) ［( Aμ
) M］{ }2 S( t)≥

μ +m +β［( Aμ
) M］{ }2 L

· ［ ( 1 － p － q) A
μ +m +β［( A/μ) M］2

］L －S( t{ })
及比较原理可得

S( t)≥( 1 － e － μ +m + β［( A/μ) M］{ }2 Lt )· ( 1 － p － q) A
μ +m + β［( A/μ) M］( )2

L

+

e － μ +m + β［( A/μ) M］{ }2 LtS( 0)
可得

lim
t→!

infS( t) ≥
( 1 － p － q) A

μ +m + β［( A /μ) M］( )2

L

= v1

再由模型( 1) 的第二个方程知
E' ( t) ≥q( t) A( t) － ( μ( t) + ε( t) ) E( t)
同理有

lim
t→!

infE( t) ≥ qA
μ +( )ε

L

= v2

由模型( 1) 第 3 个方程可得
I' ( t) ≥p( t) A( t) + ε( t) v2 － ( μ( t) + d1 ( t) +

δ( t) + γ( t) ) I( t)
同理有

lim
t→!

infI( t) ≥
pA + εv2

μ + d1 + δ +( )γ
L

= v3

再由模型( 1) 第 4 个方程可得
Q' ( t) ≥δ( t) v3 － ( μ( t) + d2 ( t) + k( t) ) Q( t)

同理有

lim
t→!

infQ( t) ≥
δv3

μ + d2 +( )k
L

= v4

由模型( 1) 的第 5 个方程可知
Ｒ' ( t) ≥m( t) v1 + γ( t) v3 + k( t) v4 － μＲ( t)

同理可得

lim
t→!

infＲ( t) ≥
mv1 + γv3 + kv4( )μ

L

= v5

故模型( 1) 在 Ω是一致持久的［6］。证毕。

3 周期解的存在性及稳定性

在 Ｒ4 中定义范数为‖X‖ = max ( S ， E ，
I ，Q ，Ｒ ) ，X = ( S，E，I，Q，Ｒ ) ∈Ｒ4。设模型
( 1) 满足解存在唯一性条件，对应初值 X0 = ( S( 0) ，
E( 0) ，I( 0) ，Q( 0) ，Ｒ( 0) ) 的解为

X( t，X0 ) = ( S( t，X0 ) ，E( t，X0 ) ，I ( t，X0 ) ，Q( t，
X0 ) ，Ｒ( t，X0 ) ) ，X( 0，X0 ) = X0

定义位移算子，即 Poincare周期映射 L∶Ｒ4→Ｒ4，

LX0 = X( ω，X0 )

其中 ω是模型( 1) 中参数函数的周期。由映射 L 的
定义知，其不动点就是模型( 1) 的周期解。

定理 3 模型( 1) 在 Ω内至少存在一个以 ω 为
周期的正周期解。

证明:由定理 1，定理 2 知，模型( 1) 的任意解在
Ω内是正，且 Ω是模型( 1) 的有界不变闭凸集，L 是
Ω到自身的变换，所以，LΩΩ，由解对初值的连续
依赖性知，L 是连续的，再由不动点定理可得，在 Ω
上的变换至少 L 存在一个不动点。因此，模型 ( 1 )

至少存在一个以 ω为周期的正周期解。证毕。

由于模型 ( 1 ) 的前三个方程与 Q ( t) ，Ｒ ( t) 无
关，所以只需考虑模型( 1) 对应的子模型:
S' ( t) = ( 1 － p( t) － q( t) ) A( t) －β( t) S( t) I2( t) － ( μ( t) +m( t) ) S( t)

E' ( t) = q( t) A( t) +β( t) S( t) I2( t) － ( μ( t) +ε( t) ) E( t)

I' ( t) = p( t) A( t) +ε( t) E( t) － ( μ( t) +d1( t) + δ( t) +γ( t) ) I( t
}

)

( 3)

可得到模型( 3) 的可行域为
Ω' = ( S( t) ，E( t) ，I( t) ) | 0 ＜ S( t) + E( t) + I( t{ ) ≤
( A /μ) }M
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同时，Ω'也是模型( 3) 的正向不变集。

定理 4 若( μ +m) L + ( β) L (
pA + εv2

μ + d1 + δ + γ
)
2

＞

( β) M ( A /μ) 2，( μ + ε) L ＞ ( ε) M，( μ + d1 + δ + γ)
L ＞

4 ( β) M ( A /μ) 2 成立，则模型( 3) 有一个以 ω为周期
的全局渐近稳定的周期解( S* ( t) ，E* ( t) ，I* ( t) ) 。

证明:设模型 ( 3 ) 的任意正解为 ( S ( t) ，E ( t) ，
I( t) )。由定理 3知，模型( 3) 存在正周期解为( S* ( t) ，
E* ( t) ，I* ( t) ) 。

选取 Lyapunov函数
V( t) = S* ( t) － S( t) + E* ( t) － E( t) +

I* ( t) － I( t)

将 V( t) 关于模型( 3) 的求右导数
D + V( t) = D + S* ( t) － S( t) + D + E* ( t) － E( t) +
D + I* ( t) － I( t) ( 4)
D + S* ( t) － S( t) = sign( S* ( t) － S( t) ) ( S* ' ( t) － S' ( t) ) =
sign( S* ( t) － S( t) ) ［－ ( μ( t) + m( t) ) ( S* ( t) － S( t) ) －

β( t) I* 2 ( S* ( t) － S( t) ) － β( t) S( t) ( I* ( t) +
I( t) ) ( I* ( t) － I( t) ) ］≤
－［( μ + m) L + ( β) L v3

2］ S* ( t) － S( t) +

( β) M2 ( A /μ) 4· I* ( t) － I( t) ( 5)
D + E* ( t) － E( t) = sign( E* ( t) － E( t) ) ( E* ' ( t) － E' ( t) ) =
sign( E* ( t) － E( t) ) ［－ ( μ( t) + ε( t) ) ( E* ( t) － E( t) ) +

β( t) I* 2 ( S* ( t) － S( t) ) + β ( t) S ( t) ( I* ( t) + I ( t) ) ( I* ( t) － I
( t) ) ］≤
－ ( μ + ε) L E* ( t) － E( t) + ( β) M ( A /μ) 4 S* ( t) － S( t) +
( β) M2 ( A /μ) 4· I* ( t) － I( t) ( 6)
D + I* ( t) － I( t) = sign( I* ( t) － I( t) ) ( I* ' ( t) － I' ( t) ) =
sign( I* ( t) － I( t) ) ［ε( t) ( E* ( t) － E( t) ) － ( μ( t) + d1 ( t) +

δ( t) + γ( t) ) ( I* ( t) － I( t) ) ］≤
( ε) M E* ( t) － E( t) － ( μ + d1 + δ + γ) L I* ( t) － I( t) ( 7)
将式( 5) 、( 6) 、( 7) 代入式( 4) 中，可得

D + V( t) ≤ －［( μ + m) L + ( β) L v23 － ( β) M ( A /μ) 4］

S* ( t) － S( t) －［( μ + ε) L － ( ε) M］ E* ( t) － E( t) －
［( μ + d1 + δ + γ) L － 4 ( A /μ) 4 ( β) M］ I* ( t) － I( t) ( 8)
令

α = min ( μ +m) L + ( β) L (
pA + εv2

μ + d1 + δ + γ
)
2

{ －

( β) M ( A /μ) 2，( μ + ε) L － ( ε) M，( μ + d1 + δ + γ)
L －

4 ( β) M ( A /μ) }2

则 D + V( t) ≤ － αV( t)

存在 T ＞ 0，当 t ＞ T，V( t) ≤V( 0) e － αt，从而有lim
t→!

V( t) = 0［6］，则模型 ( 3 ) 的周期解是全局渐近稳定
的。证毕。

4 数值模拟

分别取模型( 2) 的参数为 A = 0. 2 + 0. 1sint，q =
0. 3 + 0. 1sint，p = 0. 2 + 0. 1sint，β = 0. 2 － 0. 05sint，
m = 0. 2 + 0. 1sint，μ = 0. 4 + 0. 1sint，ε = 0. 2 +
0. 1sint，d1 = 0. 45 + 0. 1sint，δ = 0. 15 + 0. 1sint，γ =
0. 6 + 0. 1sint。

取初值( 0. 4，0. 4，0. 4 ) ，由定理 2 及定理 4 知，

模型( 2 ) 的周期解是全局渐近稳定的并且是持久
的，模拟如图 1。下面在进一步观察，若是 q( t) 潜伏
者输入数量比例与 p ( t) 染病者输入数量的比例有
所改变，其他参数及初值不变情况下，对染病者的变

化影响。选取 q = 0. 3 + 0. 1sint，p = 0. 4 + 0. 1sint，模
拟如图 2。选取 q = 0. 3 + 0. 1sint，p = 0. 4 +
0. 01sint，模拟如图 3。选取 q = 0. 1 + 0. 1sint，p =
0. 4 + 0. 1sint，模拟如图 4。

对比图 1 与 2 可得:潜伏者输入相同，染病者输
入比例减少时，染病者趋于更小的数值。对比图 1

与 4 可得:当易感者人口输入相等时，易感者与染病
者变化不显著，但图 4 的潜伏者数量明显降低，故在
此种情况下，应尽力消减潜伏者的输入的比例。对
比图 2 与 4 可得:潜伏者移民输入比例减少，对于染
病者的数量影响很小，但是易感者数量明显增加同

时易感者数量也有降低。

图 1 当 q =0. 3 +0. 1sint，p =0. 2 +0. 1sint时，

周期解的稳定性
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图 2 当 q =0. 3 +0. 1sint，p =0. 4 +0. 1sint时，

周期解的稳定性

图 3 当 q =0. 3 +0. 1sint，p =0. 4 +0. 01sint时，

周期解的稳定性

图 4 当 q =0. 1 +0. 1sint，p =0. 4 +0. 1sint时，

周期解的稳定性

5 模型应用

手足口病是由多种肠道病毒引起的一种儿童常

见传染病，近年来，国内手足口病不断出现多发或高

发状况。2008 － 2009 年全国手足口病发病水平呈
上升趋势，2009 年全国手足口病发病率比 2008 年
上升 135. 13%，托幼机构儿童聚集发病常有发生，
手足口病的防控工作面临巨大挑战。手足口病是我
国法定报告管理的丙类传染病，多流行于夏、秋季
节，传染性强、隐性感染比例较大，传播速度快，短时
间内易造成较大范围的流行，疫情控制难度大。近
年来，手足口病在我国爆发的次数和患病人数均呈

上升趋势，手足口病已成为危害我国人群健康的一

种疾病［18］。统计分析发现，气候是影响手足口病蔓
延的一个重要因素，每年的 6 － 7 月出现发病的高
峰［19］。手足口病威胁着人类的健康，是社会共同面
临的问题。如何有效的预防与控制手足口病是一项
重要的社会工作。
根据国家统计局统计公报［20 － 21］，近年来我国人

口死亡率为 6. 4‰ ～ 6. 93‰，人口输入率为 6. 01‰
～ 6. 95‰。由于一年包含 12 个月，而疾病的高发时
段为 6 至 7 月份，故选取周期为 4π 的正弦函数
sint /2，进而可得 μ ( t ) = 0. 0067 + 0. 0002sint /2，
A( t) = 0. 0065 + 0. 0005sin sint /2。再推算得到
ε( t) = 0. 0055 + 0. 0005sint /2，d1 = 0. 0072 +
0. 0002sint /2，δ = 0. 005，γ = 0. 0075，m ( t) = 0. 003。
在疾病流行期间，可以检测到患病者数量，将染病者

输入率选为常值取 p = 0. 1; 再根据疾病传播的季节
性，潜伏者的移民输入、接触率可视为一种周期波动
函数。
针对不同潜伏者输入率、接触率，讨论其对疾病

发展趋势的影响。在其它参数不变的前提下，选取
接触率 β ( t) = 0. 0055 + 0. 0005sint /2，而潜伏者输
入率分别取为 q( t) = 0. 2 + 0. 1sint /2p = 0. 1 和 q( t)
= 0. 4 + 0. 1sint /2，再取初值( 0. 3，0. 25，0. 2) 模拟图
见图 5、图 6。如选取潜伏者输入率为 q( t) = 0. 4 +
0. 1sint /2，而接触率分别取 β( t) = 0. 2 + 0. 01sint /2
和 β( t) = 0. 2 + 0. 1sint /2，再取初始值 ( 0. 1，0. 15，
0. 2) ，参数选取见表 1，模拟图见如图 7、图 8。

251 哈 尔 滨 理 工 大 学 学 报 第 23 卷



图 5 当 q =0. 2 +0. 1sint /2，p =0. 1 时，

周期解的稳定性

图 6 当 q =0. 4 +0. 1sint /2，p =0. 1 时，

周期解的稳定性

表 1 参数选取对疾病的影响

参数 p( t) 参数 β( t) ，q( t) 参数 q( t) ，β( t) 图像序号 图像表现

p = 0. 1

β = 0. 0055 + 0. 0005sint /2

q = 0. 4 + 0. 1sint /2

q = 0. 2 + 0. 1sint /2 图 5

q = 0. 4 + 0. 1sint /2 图 6

β = 0. 2 + 0. 01sint /2 图 7

β = 0. 2 + 0. 1sint /2 图 8

潜伏者增加会引起

染病者人数减少

接触率增大会引起

潜伏人数增加

图 7 当 β =0. 2 +0. 01sint /2，p =0. 1 时，

周期解的稳定性

由于选取的各系数较小，并有出现明显的波动

形态。但是对比图 5 和 6 可以发现: 当潜伏者输入
波动降低时，易感者人群数增加，潜伏者人群和染病

者人群都减少，有利于疾病流行的控制。

对比图 7 和 8 可以发现:虽然最后易感者、潜伏
者和患病者最终趋近的数值相同，但是图 8 在趋近
的过程中波动较为明显，由于接触率的增加会蔓延

到染病者的增加，最终会导致疾病的流行，不利于疾

病的控制。

图 8 当 β =0. 2 +0. 1sint /2，p =0. 1 时，

周期解的稳定性

在手足口病发病期间，为防止病情的进一步发

展，应减少重症病例的出现; 加强检查，降低由潜伏

者向患病者的转移率; 加强疫情监测和疫情报告工

作，及时发现病例并采取消毒隔离等防控措施;开展

针对性的大众健康教育活动，提高防病意识，让群众

掌握并落实相关的预防控制措施，增强基层医疗单

位对手足口病的诊断和救治能力，加强对聚集场所

的卫生管理，防止聚集性病例和爆发疫情的发生。
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